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1. Calculo variacional

e Surge no século XVII com o matematico suico Jean
Bernoulli com a proposicao do seguinte problema:

o Entre dois pontos, sendo um mais alto do que o outro,
qual é a forma da rampa pela qual um corpo desce mais
rapido, apenas sob a acao da gravidade e sem atrito?
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1. Calculo variacional

@ Este problema ficou conhecido como o Problema da
Braquistocrona (a curva descrita pela trajetéria do corpo)
e emprega a equacao de Euler-Lagrange para a sua solucao

o Inseriu uma nova ideia na matematica: ao invés de se
buscar um niumero que minimiza uma expressao, busca-se
uma funcado (que descreve a forma da curva)

e 1 Otempo total de descida do corpo pode ser descrito
como uma integral que depende dessa funcao e o calculo
variacional permite determinar qual funcao faz essa
integral ser minima

° A esséncia do cdlculo variacional é encontrar uma

funcdo que minimiza ou maximiza um funcional * , ou seja,
uma expressao que associa um nimero a cada funcao
possivel

" Funcional é uma generalizacdo do conceito de funcdo e ¢ um nimero que depende de uma funcio
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1. Calculo variacional
Um exemplo simples

e Entre todos os caminhos y(x) que ligam os pontos de coordenadas (z1,y1) e (z2,¥y2), encontre aquele que
minimiza o comprimento da curva

1. Pararesolver este problema, primeiro temos que definir o nosso funcional:
= O comprimento L da curva é L[y wz\/l%— (y)%dx, com yr =

2. Definido o funcional L[y, aplicamos a equacao de Euler-Lagrange:
" F(z,y,y) = 1+ (¥)?

= A equacao de Euler-Lagrange é —— d (g;) — %—1; =0

. OF d y! _
Como F'nido depende diretamente de y, o segundo termo e € zero: —— (—1+(y/)2 ) 0

/ . . s
J — C, o que implica que y/ € uma constante e

3. Se aderivada € nula, entdo temos uma constante T
Y

que portanto, y(x) é linear, ou seja, y(z) = ax + b

4. Logo, a fungdo y(x) que minimiza o comprimento da curva dado pelo funcional L[y] é uma reta
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1. Calculo variacional
O Problema da braquistécrona

e fntre dois pontos, sendo um mais alto do que o outro, qual é a forma da rampa pela qual um corpo desce
mais rapido, apenas sob a acdo da gravidade e sem atrito?

» 0:00/0:06 i »: 0:00 0:07
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1. Calculo variacional

O Problema da braquistdécrona

e O tempo de descida do corpo sobre a curva de e O tempo total de descida, é dado pela interal (do
tempo mais curto, considera a conversao de ponto A ao ponto B):
energia potencial em energia cinética: v = 1/ 2gy \/W

e Onde:

o gy é aaltura medida do ponto mais alto
o Onde:

o gé aaceleracao dagravidade d
» y/ = =L é avariacido da altura

e O tempo de deslocamento infinitesimal é dt = %,

ao longo do comprimento de arco ds dado por:

d2
ds = 141/1 d
SW(dx)w
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1. Calculo variacional

O Problema da braquistécrona e Aplica-se a equacio de Euler-Lagrange
% (2—5) — 36—1; = 0, a partir da qual obtém-se uma
e O problema do célculo variacional é encontrar a e.qua.géo diferencial cuja solucdo € a curva
funcdo y(x) que minimiza a integral funcional: cicloide:

e Forma paramétrica da cicldoide:

Tly| = /F(y, yl)dz z = R(0 — sinf)
y = R(1 — cosb)
e Onde:
o Onde:
v/ 14+ (yl)?
o Fy,yl) = # = Réoraiodocirculo que gera acicldide

= §éoangulodacurva
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

e Matriz € um conjunto retangular de informacdes arranjado em linhas e colunas
e Ositensindividuais de uma matriz sdo chamados de elementos

e Por exemplo, uma matriz retangular A,,«,, com mlinhas e n colunas:

aii ai2 *er Q1p
a1 a2 cec Q2p
A =
| OAm1l Am2 - Qmn_
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

e Matrizes de mesmo tamanho podem ser adicionadas ou subtraidas elemento por elemento

e Multiplicacao de matrizes é possivel desde que o numero de colunas da primeira matriz, seja igual ao
numero de linhas da segunda matriz

e Uma matriz com m linhas é n colunas é chamada matriz m X n, onde m e n sao chamados de dimensoes da
matriz

e Uma matriz 3 x 2:

9 10
A=|-3 —4
0 5,87
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

Matrizes com uma unica linha sdo chamadas de vetor linha e matrizes com uma Unica coluna, sao
chamadas de vetor coluna

Matrizes com o mesmo numero de linhas e colunas, sdo chamadas de matrizes quadradas

e Exemplos:
X=[x1 Xy T3 ... Ty
1 "1 —10 -9.1 0
L2 45 0,01 —-0,8 3
_ |z A =
X = |3 —11  —-90 11 -3
3,14 11,1 1 6 |
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

e Os subscritos, normalmente representados por 2, 7, correspondem a posicao de um dado elemento dentro
da matriz

e Por exemplo, o elemento Az3 =11

1 —-10 -9,1 0
45 0,01 —0,8 3
~11 -90 11 -3
3,14 11,1 1 6
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

Adicao de matrizes

aj; a2 -+ Qip b1 b2 -+ bip [ a11+b11 aip+bia -+ an+ by |
az Q2 -+ Q2 ba1 b -+ by, as +ba1  azp+byp - ag, + by
A+B-= n -
| Am1  Am2 Tt Amn | _bml bm2 tee bmnb_ | A1 + bml am?2 + bm2 tee Amn + bmn_
9 10 0 -3 9+0 10 — 3 9 7
A+B=|-3 4|+ 1|4 7 = |-3+4 —4+7 = |1 3
0o 587 |9 -31 0+9 587-31| |9 277
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)
Transposicao de matrizes

e A transposicao de uma matriz representa a reflexdo em relacdo a sua diagonal principal, que se inicia no
canto superior esquerdo

e Se A éuma matrizm X n, entdo a sua transposta é a AT de dimensées n x m:

aii ai2 et Qi1n aii a1 R £ 7% |
a1 a2 cer o Q2p - ai2 a2 cer o Qp2
A. — A_ —
| Om1  Am2 e Amn | | G1m  Q2m e Anm |
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)
Transposicao de matrizes

e Propriedades:

(AT)"=A
(A+B)T=AT + BT
(AB)' =B"A"
(AT) ="

e Nota: ae b sio vetores colunae - é o produto escalar

a-b=a'b
det(A") = det(A)
(cA)! = cA”

15
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

Multiplicacao de matrizes

e Multiplicacdao entre duas matrizes sé é possivel se o nimero de colunas da matriz a esquerda for igual ao niumero de linhas

da matriz a direita:

aii
a1

ais
a2

n
[ABJij = aiibij+ Gighaj+ -+ Qinbnj = > aisbr;
r=1

a1n bir bz - by c11 o cyj
a2, ba1 baa - Dy
3 B =
: C=AB = |c; Cij
Qmn _bnl bn2 bnp_
| Cm1 Cmp
b1;
Cij = |@i1, @2, ..., Qin] - | . | = anbij + aigbaj + -+ - + ainbyp;
| Onj ]
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

Multiplicacao de matrizes

e Propriedades:

AB - BA
A(BC)=(AB)C
tr(AB) = tr(BA)
A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BC

e Nota: )\ é um escalar

Introducio a Assimilacdo de Dados (MET 563-3)
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

Tipos de matrizes

e Diagonal: e Triangular inferior:
ail 0 0 ail 0 0
0 as9 0 as1 Qa9 0
0 0 a3 asy as ass
e Triangular superior: e |dentidade:
aixz a2 a3 1
10
0 az a3 L=[] L= [0 1], I; = [O
0 0 ass 0
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

Tipos de matrizes

e Simétrica (A deve ser quadrada):

1  -10 -9,1

A_AT| % 001 -08
~11 -90 11
3,14 111 1

* Inversivel (se det(A) = 0, A ndo é inversivel):

AB =BA =1,

Introducio a Assimilacdo de Dados (MET 563-3)
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

@ Exercicios

1. Adicdao de matrizes 3 x 3

2 0 1
o SejamA=|1 -1 3|, B-=
0 4 2

2. Multiplicacdo de matrizes 3 x 3

2 0 1
o SejamA=|1 -1 3|, B=
0 4 2
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0
—11, calcule A +B
2

0
—1],calcule A-B
2
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

@ Exercicios

3. Determinante de matriz 3 x 3

2 0 1
o Calcule o determinantedeC=\| -1 3 2
0O 4 -1

4. Inversade matriz2 x 2

2 1
o SejaD = (3 2), enconte D! se existir
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

— Respostas
1. Adicdao de matrizes 3 x 3
2 0 1 1 2 0
o SejamA=|1 -1 3|, B=|0 3 —-1],calculeA+B
0O 4 2 5 1 2

2+1 0+2 1+0 3
o vA+B=1[|140 -1+3 3-1] =11
0+5 4+1 242 5
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

— Respostas

2. Multiplicacdao de matrizes 3 x 3

2 0 1 1 2 0
o SejamA=\|1 -1 3|, B=|0 3 —-1],calculeA-B
0 4 2 5 1 2

2-140-0+1-5 2-240-3+1-1 2-04+0-(—-1)+1-2
A-B=|1-14+(-1)-0+3-5 1-24(-1)-3+3-1 1-04+(-1)-(-1)+3-2
0-1+4-0+2-5 0-2+4-3+2-1 0-0+4-(—1)+2-2
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

— Respostas

3. Determinante de matriz 3 x 3

2 0 1
o Calcule o determinante * deC=| -1 3 2
0O 4 -1

o« det(C)={[2-3-(-1)]+[0-2-0]+[1-(-1)-4]}—{[0-3-1]+[4-2-2]+[(—-1)-(-1)-0]}
o« det(C) = —10 — 16
o « det(C) = —26

* Utilizando a regra de Sarrus

24
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2. Revisio de Algebra Linear (Matrizes)

— Respostas

4. Inversade matriz2 x 2

2 1
o SejaD = (3 5), enconte D1, se existir

o« det(D)=2-5-1-3=10-3=7

5 —1
11
o = D~ det(D( )
o)
=7
0,71 —0,14
—-0,43 0,29
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